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Радіоактивні матеріали вже давно стали не-
від’ємними супутниками розвитку людської 
цивілізації, що стимулює сталий інтерес до гли-
бокого вивчення природи радіоактивності, ши-
рокого впровадження унікальних можливостей 
іонізуючого випромінювання та розробки мето-
дів захисту від небезпечних впливів радіації. Ці 
дослідження пов’язані із оцінкою гамма випромі-
нювання ґрунтової товщі, яка характеризується 
неоднорідним розподілом джерел радіації. Як 
свідчать експериментальні результати, залеж-
ність радіоактивності від глибини не є сталою, 
а може описуватись унімодальною функцією. З 
математичної точки зору, це ускладнює побудо-
ву аналітичних залежностей у проблемах оцінки 
радіоактивності ґрунтів за допомогою детекто-
рів, які розташовані над їх поверхнею. Тоді для 
розв’язання таких задач залучають наближені 
методі. Зокрема, у роботі пропонується викори-

стати підхід, який ґрунтується на апроксимації 
профілю розподілу потоку випромінювання з 
глибиною за допомогою ступінчатих функцій. 
Це дозволяє виразити кінцевий результат у фор-
мі скінченної лінійної комбінації значень уза-
гальненої функції. Застосування такого підходу 
демонструється на прикладі експериментальних 
даних про розподіл. 

Також у роботі здійснюється ретельний аналіз 
впливу заміни неперервної функції на її ступін-
чату апроксиманту шляхом порівняння числових 
та аналітичних досліджень. Отримані у роботі 
результати можуть бути корисними для розроб-
ки обернених задач спектрометрії, удосконален-
ня методів дистанційного моніторингу радіоак-
тивних полів, тощо.

Ключові слова: радіоактивне забруднення, 
гамма випромінювання, гамма- спектрометрія, 
радіологічний контроль.
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ASSESSMENT OF GAMMA RADIATION IN SOIL WITH 
HETEROGENEOUS DISTRIBUTION OF RADIONUCLIDES 

OVER DEPTH 

Popov Oleksandr, Kochelab Yevheniia, Pylypchuk Ievhen, 
Sidelov Andrii, Tolstoy Igor

Radioactive materials have long been an integral 
part of human civilization, stimulating ongoing 
interest in the in-depth study of the nature of 
radioactivity, the widespread implementation of 
the unique capabilities of ionizing radiation, and 
the development of methods to protect against the 
dangerous effects of radiation. 

These studies are related to the assessment 
of gamma radiation in the soil layer, which is 
characterized by an inhomogeneous distribution of 
radiation sources. 

As experimental results show, the dependence 
of radioactivity on depth is not constant and 
can be described by a unimodal function. From 
a mathematical point of view, this complicates 
the construction of analytical dependencies in 
problems of soil radioactivity assessment using 
detectors located above their surface. In such 
cases, approximate methods are used to solve these 
problems. In particular, these studies propose an 
approach based on approximating the radiation flux 
distribution profile with depth using step functions. 

This allows the final result to be expressed as 
a finite linear combination of the values of the 
generalized function. The application of this approach 
is demonstrated using experimental distribution 
data. The research also provides a detailed analysis 
of the effect of replacing a continuous function with 
its stepwise approximation by comparing numerical 
and analytical studies. The results obtained in 
the research can be useful for solving inverse 
spectrometry problems, improvement of methods for 
remote monitoring of radioactive fields, etc.

Keywords: radioactive contamination, gamma 
radiation, gamma spectrometry, radiological 
monitoring.

Постановка проблеми

Радіоактивні матеріали знайшли своє широке 
застосування у медицині, енергетиці, військовій 
справі, пошуку мінеральних ресурсів, неруй-
нівної діагностики, організації заходів безпеки, 
тощо [1,2,3,7]. Однак разом з корисними застосу-
ваннями таких матеріалів, ми стикаємось з про-
блемами захисту живих організмів від іонізую-
чого випромінювання.

Звичайно, невеликі та короткодіючі дози раді-
ації не спричиняють значної шкоди організмам, 
що дозволяє працювати із захищеними джерела-
ми радіації. 

Проблеми виникають, коли відбувається 
масштабне розповсюдження радіоактивних ма-
теріалів на значній території, навіть не обов'язко-
во сильно радіоактивних. 

Прикладом таких ситуацій є аварії на атом-
них станціях Чорнобиля та Фукусіми, до зони 
забруднення яких прикута увага вчених всього 
світу з метою вивчення наслідків опромінення 
на навколишнє середовище. Уявлення про вплив 
Чорнобильської АЕС можна скласти за результа-
тами робіт наприклад [3,4,5].

В умовах таких масштабних подій основна ча-
стина забруднюючих радіонуклідів потрапляє у 
ґрунти, де зберігається надзвичайно довго на від-
міну від повітря чи водних систем [6,15,16]. 

Тому ґрунти, їх стан забруднення та методи 
очищення є об’єктами багатьох теоретичних та 
прикладних досліджень, включно з гамма-спек-
троскопією [1,16,18,19]. 

Зокрема, нас цікавить оцінка гамма випромі-
нювання забрудненого ґрунту, а саме теоретич-
ний аспект побудови такої оцінки. 
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де q – активність джерела, r – відстань від 
джерела випромінювання до точки спостережен-
ня, μ– коефіцієнт затухання.

Інтегруючи співвідношення для точкового 
джерела в деякій просторовій області, можна оці-
нити гамма-поле, створене плоским джерелом. 
Наприклад, коли ми маємо справу з тонкою раді-
оактивною плівкою, то інтенсивність гамма-по-
току I, оцінена на висоті h  від неї (з урахуванням 
стратифікації середовища за коефіцієнтом осла-
блення променів), обчислюється за таким спів-
відношенням:

                           (1)

де функція  є експо-

ненціальним інтегралом першого роду; hi  – тов-
щини паралельних шарів, що лежать над плівкою 
( ); q – коефіцієнти ослаблення для ша-
рів.
Дійсно, розглядаючи радіоактивну плівку (Рис.1) 
з поверхневою радіоактивністю q  (Бк/м2), інтен-
сивність гамма-потоку I можна записати у такій 
формі 

            
     

де dS – елемент площі плівки. Такі інтеграли 
зручно обчислювати у полярні системі координат 
на площині ( ), тоді 

Інтегруючи по змінній φ та враховуючи, що 

, , 
(Рис.1), отримаємо

де u = cosα.
Для оцінки гамма-потоку товстого шару радіо-

активного матеріалу товщиною d  на висоті H від 

Актуальність дослідження
 
Отже, з огляду на небезпеку, яку становить 

радіаційне забруднення для екології довкілля та 
проживання великих груп людей поблизу раді-
аційно забруднених територій, вивчення теоре-
тичних основ поширення потоків заряджених 
частинок та гамма-квантів є життєво необхідним 
завданням. 

Зазначимо також, що розвиток сучасних мето-
дів аналізу даних за допомогою нейромереж та 
вдосконалення обчислювальних можливостей 
значно поглибили моніторинг радіоактивних 
об’єктів у всіх його аспектах. Все ж удоскона-
лення опису простих випромінюючих об’єктів 
і поглибленого аналізу їх властивостей все ще 
залишається важливим, оскільки сприяє пра-
вильному розумінню фізики процесів, розвитку 
контролю і калібрування установки, формуван-
ня теоретичних основ спектрометрії, а також 
ставить перед суміжними галузями науки нові 
завдання. 

Як відомо [1,2,15], найпростіші моделі для опи-
су інтенсивності поширення гамма квантів були 
розроблені для точкових джерел, найпростіших 
плоских поверхонь та симетричних тіл. До того 
ж розподіл джерел випромінювання приймався 
однорідним або апроксимувався зручними для 
аналізу функціями. Складні випадки зазвичай 
аналізувались числовими методами.

Мета роботи

Розробити аналітичний підхід до оцінки раді-
оактивності ґрунту з урахуванням неоднорідно-
сті розподілу джерел випромінювання з глиби-
ною. 

Виклад основного матеріалу

Відправною точкою для оцінки моноенерге-
тичного нерозсіяного гамма-потоку, випроміню-
ваного точковим джерелом, є відомий експонен-
ційний закон для інтенсивності I гамма потоку 
[1,2,7,12]: 
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Як зазначено у роботі [14], така функція ха-
рактеризується кількома очевидними властивос-
тями: має описувати профіль з несиметричним 
максимумом, містити не більше трьох параметрів 
та прямувати до нуля на великих глибинах. З по-
між можливих аналітичних представлень функ-
ції ν(ζ) часто використовують 
або функція Лоренца

 

Надалі ми використовуємо саме функцію Ло-
ренца, вибравши значення параметрів, які визна-
чені експериментально та вказані у роботі [13]:

A1 = 5.96 Бк·г·см–4, A2 = 3.62 г·см–2, A3 = 7.00 г·см–2.
У своїх дослідженнях ми використовуємо ве-

личини (Бк·м–2) та (м) тому перейдемо від функ-
ції ν(z) до q, використовуючи співвідношен-
ня , де ρ – густина ґрунту, яку ми 
приймемо сталою, тобто ρ = 1.5 г/см3 (перший 
множник ρ зумовлений переходом до змінної z 
в диференціалі dz інтегралу (2). Тож по суті усі 
параметри A1,2,3 слід поділити на густину ґрунту, 
що приводить нас до наступного виразу

(4)

де  (Рис.2, суцільна крива).
Отже, з метою оцінки інтеграла (2) застосуємо 

підхід, розроблений у роботах [7,8,9], що базу-
ється на представленні [10,11] функції q(z) у ви-
гляді лінійної комбінації ступінчастих функцій.

нього розглядатимемо його як сукупність тонких 
плівок, що дозволяє використати співвідношення 
(1) та проінтегрувати його за вертикальною коор-
динатою z. У результаті перетворень отримаємо 
наступне співвідношення

						       (2)

де ν і µ – коефіцієнти ослаблення для матері-
алу прошарку і середовища поза ним відповідно. 

Коли активність джерела q є сталою або дея-
кою елементарною функцією z, співвідношення 
(2) можна представити в аналітичній формі. На-
приклад, коли q = q0 = const, з (2) випливає

		  (3)

де  – експоненціальний 
інтеграл другого роду. В інших випадках, як пра-
вило, слід застосовувати альтернативні методи.

У цьому дослідженні розробляється напіва-
налітичний підхід для обчислення інтеграла (2), 
коли  q є функцією z. На сьогодні зібрано зна-
чний обсяг експериментального матеріалу щодо 
розподілу радіонуклідів за глибиною, які відо-
бражають його неоднорідний характер [5, 13, 14, 
17, 19]. Як правило для опису такого розподілу в 
гамма спектроскопії розглядається функція ν(ζ) 
(Бк/кг), де ζ  визначається у термінах маси ґрун-
ту, що знаходиться над точкою спостереження, 

тобто  (кг/м2). 

Рисунок 1. Схема оцінки гамма-поля для плоскої радіоактивної плівки (площина П )
*Джерело: розроблено авторами
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Застосовуючи його до виразу (2), припусти-
мо, що функція q(z) визначена в інтервалі  [0;d] 

і існують числа . Далі нехай  

di , i = 0, 1,…, N ( d0 = 0 dN = d, ) – розбиття облас-

ті визначення [0;d]. Припустимо, що існують такі 

числа φi  що справедливе наступне представлення

(5)

де θ(z) – функція Хевісайда (θ(z) дорівнює 0 
для від’ємного z і 1 для додатного z).

Щоб отримати обмеження на величини   і 
 (нагадаємо, що   фіксоване), помножимо 

співвідношення (4) на     і 
кожна з них інтегрується по [0;d]. Отримані нелі-
нійні алгебраїчні рівняння можна представити у 
вигляді наступної системи [7]

Рисунок 2. Графік функції q(z) (суцільна крива) та її наближення ступінчатою функцією 
(пунктирні криві) при N = 3 (а), N = 4 (б) та  N = 5 (в)

*Джерело: розроблено авторами

a) б)

в)

 			 

(6)

Розв’язок цієї системи дає нам розбиття інтер-
валу [0;d] та вагові коефіцієнти для ступінчастих 
функцій. 

Отже, існує природне обмеження для di. Вони 
повинні лежати в інтервалі [0;d], тобто 
. Зазначимо також, що система (5) має розв’язок 

, тоді будь-яка перестановка di також 
є розв’язком ( φi не зберігаються).

Застосуємо вказану процедуру до наближення 
функції q(z), приймаючи N = 3,4,5. 

Зокрема, розглядаючи більш детально випа-
док N = 3, необхідно розв’язати наступну систе-
му із п’яти рівнянь, яка випливає із системи (6),  
відносно  φ1,2,3 і d1,2. 
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(7)

Величини φ1,2,3 входять до системи лінійно, що 
загалом дозволяє звести систему до меншої кіль-
кості рівнянь за допомогою формул Крамера, але 
це не дуже спрощує розв’язання системи. Тому 
використаємо числові засоби розв’язання нелі-
нійних алгебраїчних систем, які пропонуються у 
пакеті прикладних програм Mathematica 12. Зо-
крема, можна використати команду NSolve[], яка 
для   з опцією «Reals» дозволяє отримати дійсні 
розв’язки поліноміальної системи, які задоволь-
няють умови задачі: розв’язки додатні, а d1,2  по-
трапляють в інтервал [0;d]. Для більших   при за-
стосуванні NSolve[] часто отримуються сторонні 
корені, тоді корисною є команда FindRoot[], за 
допомогою якої при підборі вдалих початкових 
умов для пошуку розв’язку можна отримати по-
трібний розв’язок системи.

Для побудови ступінчастої апроксиманти не-
монотонної функції q(z), інтервал [0;d] абсцисою 
критичної точки  розбивався на два інтервали   

 та . Для зменшення обсягів обчислень, 

процедуру побудови ступінчатої функції побудо-
вано для інтервалу виду [0;L], а всі інші інтерва-
ли монотонності приводяться до вигляду [0;L]за 
допомогою відповідного лінійного перетворен-
ня. Наприклад, щоб побудувати наближення в 
інтервалі  спочатку зсунемо спадну частину 
графіка q(z) вздовж горизонтальної осі на величи-
ну , аналізуючи надалі функцію .  
Після розв’язання системи (6) слід повернутись 
до вихідних значень аргументу за допомогою 
зворотного перетворення (додавши до значень    
величину ).

Отже, наближаючи криву (4) ступінчатою 
апроксимантою з  N = 3 точками поділу кожного 
інтервалу монотонності за допомогою вище опи-
саної процедури, отримаємо параметри, значен-
ня яких приведено у Таблиці 1. Порівняння кри-
вої (4) та апроксиманти  зображено на Рис.2а. 
Аналогічні обчислення проведено для  N = 4 (Та-
блиця 2) та N = 5  (Таблиця 3). На рисунках 2б та 
2в здійснено порівняння отриманих апроксимант 
з кривою (4). Варто зазначити, що із зростанням 
N стає усе складніше знайти коректний розв’язок 
нелінійної системи (6), яка стає усе більш багато-
мірною. Тому можна рекомендувати зупинитись 
на малих N або ретельно підбирати початкові 
умови для запуску ітераційної процедури пошу-
ку коренів у системі Mathematica 12.

Таблиця 1 
Значення розв’язків системи (7) для N = 3

Гілки q(z) φ1 φ2 φ3 d1 d2

0,1484 0,1615 0,1817 1,5521 0,5796

0,1593 0,1338 0,0066 15,6533 4,8255

Таблиця 2
Значення розв’язків системи (6) для N = 4

Гілки q(z) φ1 φ2 φ3 φ4 d1 d2 d3

0,1467 0,1531 0,1681 0,1821 1,8359 1,0779 0,3709

0,1702 0,1234 0,0144 0,0059 10,1803 3,5136 20,5333
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Таблиця 3
Значення розв’язків системи (6) для N = 5

Гілки q(z) φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 d1 d2 d3 d4

0,1475 0,1474 0,1706 0,1812 0,1813 2,9607 0,4287 1,1375 2,9413

0,1754 0,0885 0,0266 0,0097 0,0056 2,7127 7,3875 14,9185 23,0651

Таблиця 4
Значення Δn

n 3 4 5

Δn 0,024 0,015 0,012

Контроль наближення функції   її апрокси-
мантами   здійснювався шляхом обчислення 
відхилення 

 

Результати обчислення відхилення подано в 
Таблиці 4.

При , визначеному формулою (4), інте-
грал (2) перетворюється на співвідношення 

							     
(8)

де d0 = 0, dN = d.

Для порівняння точного значення I , яке ви-
значається інтегралом (2) та його наближення 

, оцінене за допомогою виразу (8), зобразимо 
залежність цих величин від висоти H на Рис. 3. 
Інтеграл (2) обчислювався числовим способом 
засобами пакету Mathematica 12 при фіксованих 
параметрах μ = 1,4·10-4 см–1,  ν = 0,111 см–1 і d = 30  
см, взятих з роботи [12].

Побудувавши апроксимацію , можна об-
числити інтеграл (2) за формулою (8) та порівня-
ти оцінку з точним значенням, яке обчислюється 
за формулою (7). Результат порівняння зображе-
но на рис.3, де добре видно, що, починаючи вже з 
третього наближення , досягається досить 
добре узгодження результатів. 

Рисунок 3. Порівняння інтеграла (2), обчисленого числовим способом («точний» результат, 
суцільна крива), та апроксимант   (пунктирні криві), обчислених за допомогою виразу (8)

*Джерело: розроблено авторами
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Висновки

Отже, у цьому дослідженні розглядалось за-
дача про оцінку інтенсивності гамма-випромі-
нювання ґрунтової товщі, коли розподіл джерел 
радіоактивності є неоднорідним і, як свідчать 
відомі експериментальні дані, можу бути опи-
саний унімодальною неперервною функцією. 
Використовуючи напіваналітичний підхід, ко-
ли вихідну функцію активності апроксимують 
лінійною комбінацією ступінчатих функцій (по 
суті  апроксимують неоднорідний ґрунт шарува-
тим середовищем), у роботі було отримано ана-
літичний вираз для наближеної оцінки інтенсив-
ності гамма-потоку. 

Порівняння наближених і точних (числових) 
значень інтенсивності випромінювання показав 
їх чудове співпадіння навіть при малих кількос-
тях точок розриву ступінчатої функції.
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